﻿În optimizarea în serie, teorema de mai sus fundamentează următoarea procedură: dacă din setul inițial de opțiuni trebuie selectat un anumit număr de opțiuni ( V), dacă decidentul este suficient de competent (sau indicatorii sunt aleși suficient de corect), astfel încât, de exemplu, compararea perechilor nu recunoaște cele mai proaste opțiuni, cele mai bune în întreg contextul inițial, dacă pentru o anumită prezentare nu are sens să alegeți mai mult de N opțiuni, atunci este rezonabil să împărțiți procedura de selecție în etape La fiecare etapă, setul de opțiuni rămase este evaluat în funcție de niște indicatori, după care opțiunile dominate sunt aruncate și indicatorii sunt înlocuiți cu alții noi, mai "subtili" Astfel, setul de opțiuni poate fi redus în așa măsură încât decidentul să poată face o alegere intuitiv, fără să-și dea seama măcar de criteriile după care se ghidează capitolul GEOMETRIA COMPARAȚII ȘI ALEGEREI § Limbajul conurilor superioare Principalele clase de comparații Inspirat de cele spuse în cap , § , ne întoarcem la studiul comparațiilor (adică, relațiile binare în R") și al funcțiilor de alegere graf-dominante generate de aceste comparații În primul rând, amintim definiția funcției conurilor superioare (x^) ale relației binare A Â: X {y e A: xj?y} O multime de (x) \u d {y S A: xj? y} se numește conul superior al punctului x față de A și se notează cu J?x- Limbajul conurilor superioare reflectă bine specificul comparațiilor ca relații binare în spațiul Rq, permite stabilirea unei conexiuni între proprietățile imanente (adică invariante sub echivalență, vezi Capitolul ) ale relațiilor binare și caracteristicile geometrice ale submulților spațiului euclidian Rn cu axe fixe Acest limbaj este folosit în considerațiile noastre Pentru început, descriem în acest limbaj principalele clase de comparație în diferite tipuri de scale Să dăm mai întâi definițiile "vechi" care nu folosesc conceptul de con superior (Fig ) Se obișnuiește să spunem că L este o comparație pe scale ordinale dacă rezultatul comparării oricăror două opțiuni depinde doar de ordinea evaluărilor lor pe fiecare scală Se notează clasa unor astfel de comparații în scale n Mai precis, x'j?y'), unde " (r) (R?)} Comparațiile vor fi numite comparații ordinale în n scale G , i> , * sgn (x) \u d i , x - , I - , x (xj?y =^x'J?y'))} Comparațiile vor fi numite comparații pe intervale niyami în n scale După cum puteți vedea, definițiile sunt mai mult decât greoaie În limbajul conurilor superioare (Fig ), acestea sunt formulate după cum urmează: P?EE$n: T ( , ( )) s W = com>t}, unde T: Rq X Bo-* (x, X)" -> X - x este operatorul de deplasare (astfel, T definește o bijecție -> Ro-' A S (A) și avem ocazia să vorbim despre conul superior de comparație A^ E z)', S(L) este un con*}; $?G Ze? G-tlă" ' S (L) este format din cadrane **} Rețineți că prin definiție și aceasta este determinată doar neinvariant în raport cu sistemul de coordonate din Bn § Geometria congruentelor in cazurile A e si A e Deja pentru un A EE n arbitrar se poate stabili o anumită legătură între proprietățile lui A ca relație binară și proprietățile geometrice ale valorilor ca elemente ale lui Bn Să începem cu cele mai banale (Fig ) A este antireflexiv (adică A O Ax EE S ** Peste tot vom numi un cadran un cadran deschis de dimensiune arbitrară Cadranul de dimensiune maximă va fi numit cadran solid **♦ Vezi cap Este clar că dacă J/?E=$$, atunci eu fie antireflexiv ( (I) ), sau în mod reflex ( (J#) EE ) Amintim că, în conformitate cu observația de la p considerăm că Șz S (J?) În plus, dacă I E= Bz, atunci I simetric = S (I) este simetric faţă de zero; I este asimetric (antisimetric) ■ R , definit de proiecția de-a lungul L pe o linie care trece prin zero și nu se află în hiperplanul L, susținând strict semilinia pozitivă vom considera acea semilinie care se află în semi-spațiul care conține M& (Fig ) Atunci este clar că Vx, y E Rn (y E L => nL (x) b (z), l (z) A , atunci F se numește izotopic dacă Vx, ye Ai x^iy => F (x) x F (y) Ordinul nr Să vedem cum funcționează această afirmație și, în același timp, să introducem o clasă utilă de comparații care nici măcar nu sunt conținute în Fie A o oarecare mulţime şi I EE ffâ (A) Fie, în continuare, un grup finit (simetrii) G să acționeze pe A, adică fiecărui element g (E G i se atribuie un operator fg: AA și fe = id Un operator de identitate pe A), g G fgl o fg = == fgig * Fie, în plus, fiecărui g (E G) asociată o anumită mulțime Ae C A, pe care o numim bună în sensul de g x Sim I y xJ? y> V (I # E G: y E & xJ? / s (y)) Este clar că este suficient să atribuim Ag generatorilor grupului G și să extindem elementele rămase prin inducție: x ∈ Agf dacă există un generator h astfel încât g = hg', xAg' fg> (x) G A& Este convenabil să se aplice această schemă în cazul în care A este spațiul exponent Ro și G este grupul de permutare În acest caz, indicatorii i și j sunt numiți echivalenti dacă A/; = - In, unde ij este o permutare; în continuare se spune că indicatorul i este mai important decât / dacă Ai;- = {xt o Unirea vectorilor tangenți la M | se numește con tangentă la mulțimea M la zero și se notează cu Tq M În cele din urmă, Tț M \u d T + (M - x) + X def Rețineți că, în general, când înlocuim J?x cu conul său tangent, putem pierde puncte nedominate, ceea ce este de nedorit în majoritatea problemelor practice Prin urmare, conul superior J?x trebuie aproximat din interior După cum vom vedea mai jos, aproximarea printr-un con tangent este, în general, incomodă Oricum ar fi, pentru un e suficient de magnum, se poate aproxima cu exactitatea necesară conul superior <>?x din interiorul I |g prin conuri identice (deja în sensul literal al cuvântului "con") Astfel, am trecut de la a considera un Eîffîc arbitrar la a considera L e Zh P ZVa La selectarea celor nedominate, se va putea face mai întâi o comparație între reprezentanții cuburilor De, iar apoi rafinați alegerea în interiorul cubului, înlocuind raportul inițial cu unul aproximativ al acestuia Totuși, după cum vedem, trecerea la clasa $?c D) nu este suficientă pentru a algoritmiza procedura Ideea este că clasa Sc Π ^ este infinită și, prin urmare, nu există nici un limbaj care să permită identificarea reprezentanților săi Prin urmare, cuantificăm c P Bb: considerăm clasa Cp de conuri poliedrice dată de sistem de inegalități , xfe }ti:SX; = l& =x}, Învelișul convex al unei mulțimi este o colecție de combinații liniare finite de puncte ale acestei mulțimi cu coeficienți nenegativi care se adună la unu Este evident că (S) S și că inversul nu este adevărat în general Se spune că o mulțime £ cz Rn este convexă dacă $(S) = S Evident, S cu R?î este convex Ф Vх, у Е S, Ot XiCES Redenumiți Xн = %i/ х'==Хі / r- def La Vi Хі> , xiEES ca un con, УХі = Acum Rezultă direct de aici că o mulțime este convexă dacă și numai dacă intersecția sa cu orice plan bidimensional este convexă Să introducem definiția anvelopei pozitive a unei mulțimi $ cu Rn: a -a (S) da {x e R" : YL e N, {%z > , Xi e S}ki=l- ^iXi = x}, adică eP ( ) diferă de $ ( ) numai prin aceea că suma coeficienților unei combinații liniare nu trebuie să fie egală cu unu Este imediat evident că S (S) este un con și VS cz Rn $ (S) cz Este util să aveți în vedere următoarele Afirmația Fie S un con Atunci %(S) = ^( ) Într-adevăr, fie xE ^(S) Fie x = Y unde Vi La La Xi Tor-r= fi, X=r= spre a = = S EE care urma să fie demonstrat r= i= Prin urmare, dacă S este un con, atunci este convenabil să folosiți condiția (S) = S ca criteriu de convexitate Să trecem la demonstrarea criteriului de tranzitivitate a comparației, care este după cum urmează Teorema * Fie Atunci Lee ' (Rn) } și {i ! > oh, i > } Problema relației dintre lungimea minimă a ciclului de comparație LE E și geometria S(A) se rezolvă prin Teorema Reamintim definiția: Λm este mulțimea de comparații Λ EEXX astfel încât VL Dovada (( ) ==> ( )) este evident, deoarece S c F (S) = ( ) Să demonstrăm (( ) => ( )) Fie - S c ( ), x E X ( ), adică & x= ^rxr, Vî x e S Pentru fiecare număr r astfel încât (conform condiției ) ;=i Înlocuind expresia pentru xf în expansiunea lui x, obținem o expansiune cu coeficienți nenegativi Prin urmare, X ( ) C^(S), dar prin definiție VSclT X (S)c^X (S), deci X (S) = X (S) (( ) = m > ( )) este evident, deoarece fie S, dar apoi S, adică are un hiperplan de sprijin în X (S) Atunci este evident că ° ( ) are același hiperplan de referință Prin urmare, (S) X ( ), ceea ce contrazice presupunerea Să demonstrăm (( ) ==> ( )) Fie X (S) =#= X ( ) Este suficient să demonstrăm că orice submulțime convexă propriu-zisă a spațiului liniar L o Rn (notat cu C) este neprost Fie p distanța pe L indusă de distanța pe Rn* În loc de C, luăm închiderea lui CI C Este clar că CI ⊂ L, deoarece C este o submulțime convexă propriu-zisă a lui L Mai mult, ° Orez Relația dintre convexitate și tranzitivitate - S este convex dar nu tranzitiv; - S este tranzitiv dar nu convex CI C este convex (evident) Mai departe, fie x EE L \ CI C (care este nevid) Apoi sarcina p(x , y) -> min, yeC C este solubil, adică y EE C C: : VyeC C p(x , YoXp(x , y) Pentru a vedea acest lucru, este suficient să luăm un punct y ' EE G C , atunci este evident că y (= EE @xoXo'y * este o bilă închisă cu centrul x și raza p(x , y') Prin urmare tip p (x , y) = yеі с = tipul p(x , y) ueS SP hv(adG) Dar mulțimea C C Q Consecinţă L EE IAD (me aciclic) o V ' cz S (J?) S' e Demonstrarea teoremei Fie k lungimea unui ciclu, unde k m Aceasta înseamnă că H {x^ e : xr = Să extindem cadrul {xr} (condiția este îndeplinită) ( ) din Aserțiunea : - S c ^( )), și dim £ (Sk) k - (Int S este interiorul lui în X ( ), unde S C Rn) Prin Aserția , este suficient să se demonstreze că X (S) cz ( ) Fie x ∈ o (S) Acum este suficient să luăm în considerare planul bidimensional L care trece prin x și r Prin urmare, x poate fi reprezentat ca o sumă a doi termeni din L cu coeficienți pozitivi Pe un plan bidimensional, acest lucru este evident Dovada este completă Demonstrarea lemei Considerăm r C Z S Prin condiția ( ), afirmația - r (E X (S) Dar atunci - r cz ( \ r), și este clar că dim X(S\r)=t Luați în considerare toate m-stele S(tm) C S \ r Atunci este evident că (S \ r) = și (SS) = U Int ( ) a a Mijloace, Za , kQ M să fie convex § Probleme de implementare Dimensiunea unei relații binare În legătură cu cele spuse, o serie întreagă de întrebări legate de implementare devin rezonabile, având, în general, două aspecte În primul rând, ce proprietăți imanente trebuie să aibă o relație binară pentru a fi implementată ca o comparație din clasa ($? , (x J?y ^x' I y'))} sau în limba conurilor superioare: ~ $ ( )^' (unde / - ia valoarea + și înseamnă, respectiv, absența negației sau n prezența sa) se notează cu /\ x i (mai mult, Xj este tratată ca o variabilă booleană care ia valorile + ) și se numește mono-k p m Unirea k cadranelor este polinomul P& (x) = \/ /\xv i і= j=i J are, desigur, următoarea proprietate: xYy P& (sgn (Yi - Yi), " sgn (yn - xn)) = prin însăși definiția lui P^ Exemple de astfel de polinoame sunt date în Fig Să acordăm atenție unor "suprapunere" în notație: * Prin planul de coordonate înțelegem orice subspațiu liniar R(tm) definit printr-un sistem de ecuații de forma = , ~ , unde până la aproximativ n, și putem întotdeauna presupune că În cele ce urmează un astfel de plan de coordonate va fi notat cu lj, unde Ik = (jx, r\) Seturile Ik cu același & pot fi ordonate, de exemplu, după cum urmează: fie kQ : Vj , R\ R (vezi cap ) § Cazul general H e e" Observăm că în § polinomul P^ a fost întotdeauna inițial omogen Cu toate acestea, pentru a scurta înregistrarea, este logic să scriem pur și simplu xr + în loc de xxx + xxx + *, pe care îl vom folosi pe scară largă Acum observăm că, dacă în cazul unui polinom omogen acest lucru nu poate provoca neînțelegeri (este întotdeauna clar care variabile sunt omise), atunci dacă trebuie să descriem cadranele de dimensiuni diferite, monomiile corespunzătoare nu pot fi scrise pur și simplu într-o linie: același xr poate fi populat în cazul e S * atât ca } cât și ca {xt > , x = } (Fig ) Prin urmare, înregistrarea trebuie împărțită în "etaje" corespunzătoare dimensiunilor, iar în fiecare "etaj" scrieți cadranele aflate în planurile de coordonate ale dimensiunii date Dar asta nu este tot Să luăm în considerare, de exemplu, o comparație I EE La "etajul doi" poate apărea înregistrarea "z " și nu vom ști dacă înseamnă = , x > }, sau {x , x = } (Fig ) Prin urmare, pe fiecare "etaj" sunt scrise cadrane de planuri de coordonate, ordonate lexicografic pe indici * Ca de obicei în algebra logicii, vom omite semnul conjuncției, în loc de semnul disjuncției vom scrie un plus Orez Polinoame de comparație booleene în scale nestrictive a - înregistrare completă P^ ($: y, (etaj ), O, xj (etaj ); înregistrare prescurtată P^ (x): хі (etaj ), (etaj ); b - P& (x) : (etaj ), , xt (etaj ), (x): (etaj[ ), xt (etaj ) Orez Exemple de scriere a polinoamelor de comparații în scale nestrictive a - înregistrarea completă a lui P ^ (x): (etaj ), , , x (etaj ), , x , O (etaj ); prescurtat P $ (x): (etaj ); , , x (etaj ), (etaj ); b - (etaj ), x , , (etaj ) " , , x (etaj ); (etaj ), x , , (etaj ), (etaj ) Orez Exemple de cadran și cilindri a - cadranul b - cilindru Vă rugăm să rețineți că pe un "etaj" superior cadranele unui "etaj" inferior * pot fi indicate cu o notație prescurtată Într-adevăr, (J? EE $?i), intrare la ultimul etaj" înseamnă următoarele în intrarea detaliată: etaj etaj ca {^i > °} = {хі > , , x = } U {хі > , > } Prin urmare, atunci când formăm "pardoseli", putem folosi o notație mai simplă (vezi Fig ) În Secțiunea vom încerca să explicăm tot ceea ce s-a spus pe cât posibil cu exemple În final, introducem câteva concepte care facilitează descrierea obiectelor din (Fig ) Cuadrant i+,/- = C+ > , X + > , x ~ ^ " Clasa de comparații ordinale {Qg} [ ] n În alte cazuri, șirul se supune inegalităților V/ = , , n - S^mxy (S) [ = [ "], unde simbolul [•] înseamnă luarea părții întregi a numărului Ținând cont de acest lucru, vom considera în continuare, dacă nu se specifică altfel, S ca fiind natural și, ținând cont de considerația date mai sus, fără a depăși p ) Vom da acum definiția comparației binare Vx, y e Rq xQ§y o ux (S) = S Să vedem în ce se transformă această definiție pentru unele valori speciale ale )S Punând S = n, obținem xQsyo /PuX(u) == n Ni Xt Orez Comparație de cuibări Max o X g ~ Max o X cu Max = Max "X "?/ ~ ~ y = S + , și WuX (S) Q?> >da- Aici Q / = Xn și dj = Parn în scale stricte În consecință, VX cz Rq Max Max pX cz cz Max PX Qi/ Qn Această imbricare pentru cazul tridimensional este ilustrată în Fig Pentru S = V , se presupune că criteriile sunt ordonate lexicografic în ordinea descrescătoare a indicilor Devine clar acum semnificația parametrului S în comparația d$ Valoarea sa minimă corespunde lexicograficului, cea mai rigidă dintre comparațiile cunoscute în sensul ordonării scalelor după "importanță" *, maximul (A' - rі) corespunde Paretianului, în acest sens cea mai blândă comparație ♦ Vezi cap ) Se notează cu x^ vectorul obținut din x E B prin schimbarea coordonatelor sale j-a și y-a Apoi, pentru orice Z, / care nu depășește + , xQs y+> x^Qsy^ Într-adevăr, notăm m\ (x, y) (respectiv, m\ (x, y)) ca număr de coordonate j / astfel încât + (x, y) , atunci m > (s) - = mn > + (x, y) - m ))) Cum arată acest polinom în cazul scalelor non-strictive, vom arăta pe * exemplul n = : (*) \u d xr (x + Z Z ) I x (x + n ), # (x + n ), Xi (x + + X^ I £ ^ , "G ^ , X # , XrX^ XiX , XrX I £ , x , X , Xt În toate exemplele de mai sus, când scriem un polinom pentru scale nestrictive, am reușit să coborâm la cel mai jos * "etaj" Desigur, acest lucru nu este întotdeauna posibil, cel puțin în cazul lui S = ■ = - : Rop(x) = Xr Xn \ X Xn, P- • m Z ^p-p adică doar primele două "etaje" erau ocupate Astfel, numărul "etajului" sub care nu am reușit să coborâm poate fi înțeles ca număr minim de indicatori; lei, conform cărora aprecierile opțiunilor trebuie să difere, astfel încât una dintre opțiuni să fie în continuare capabilă să o domine pe cealaltă ; Desigur, acest lucru nu poate fi generalizat la o comparație ordinală arbitrară Rețineți că toate comparațiile luate în considerare au următoarea proprietate j: ; Vx, y e R" (x^ y => Vy' : Vi y'i > Yi xJty') j Și asta înseamnă exact că conul de comparație superior I este exact? ke x conține partea de con pentru orice punct y e Rx> Doamne Ragu \ Asemenea comparații le voi numi corecte Evident, dacă comparația este corectă, atunci are] proprietatea tranzitivității Pareto (Fig , a): Vx, y, z£Ron (x Par"y&yJ?z xJ?z) Desigur, din xJ/?y&yParz nu rezultă că xRz (Fig b) Evident, J?x^Parx*, prin urmare, în cazul comparațiilor corecte, exponenții din spațiul Rq sunt criterii Puteți folosi o formă mai simplă de scriere a polinoamelor de comparații corecte în scale stricte decât scrierea Pl(*) = \/ A x^ i==i j=i J Fie = { Nu este greu de demonstrat un criteriu similar pentru cazul general când I EE Săi Comparația H EE este tranzitivă dacă și numai dacă fiecărui plan de coordonate îi corespunde cel mult un monom, iar cilindrii de dimensiune inferioară aparțin închiderii cilindrilor de dimensiuni mai mari Astfel, comparația este tranzitivă (vezi Figura ) Rețineți că, în acest caz, unele "etaje" pot fi zero De exemplu, comparația I, care are un polinom de următoarea formă, este tranzitivă: etaj " , , , xr " , z , x , " x , x " Să trecem la întrebarea lungimii minime a ciclului Fie mai întâi I S Din lemă rezultă că uniunea cadranelor q,+ T-, , qr+ T- este un con obtuz dacă și numai dacă Când V/ = , n YAL : js Iț & YAL : de L, \ adică J = ( , n) Sau, care este, evident, același,? V/Rb, i : Ro o pereche de păstrare a ordinii x, Y E Ro dacă VI = , n sgn ((φ (x))і - (φ (y)) r) \u d sgn (Xi - Yi) Acum numim comparatia H EE (Ro) ordinala daca pe fiecare pereche este invarianta fata de bijectia φ care pastreaza ordinea acestei perechi, i e xj£y & φ(x) I φ(y) Acum dorim să extindem acest concept la setul de funcții de alegere din Ro Facem acest lucru în același mod ca atunci când definim alegerea după criterii și clase (vezi Capitolul ) Și anume: pentru a transfera un anumit concept din clasa de comparații în clasa de funcții de alegere, ne uităm la ce înseamnă acest concept pentru funcțiile de alegere graf-dominante definite prin comparații și, dacă aceste proprietăți sunt naturale, îl extindem la cea mai largă posibile clase de funcții de alegere Observăm că în acest caz, dacă au fost introduse clase pentru o funcție abstractă de selecție, adică nu au folosit nicio structură, atunci atât conceptul de alegere prin criterii, cât și conceptul de alegere a ordinii se bazează în esență pe structura lui Rq Acest lucru nu este surprinzător: la urma urmei, clasele Lie de relații binare, neavând cicluri de lungime mai mică sau egală cu /c, nici nu s-a bazat pe structura euclidiană, ceea ce nu se poate spune despre conceptul de comparație prin criterii, precum și despre conceptul de comparație ordinală Să fie acum A o R£ Spunem că o bijecție φ: A A păstrează ordinea mulțimii X C A (φ EE Ord X) dacă Vx, y E X Φ păstrează ordinea perechii x, y Deoarece funcția graf-dominantă este determinată de alegerea din prezentările pereche, este ușor de înțeles că dacă comparația A este ordinală, atunci funcția de alegere corespunzătoare C ^ are următoarea proprietate: XX £ A, Vf e OrdX C (φ (X)) = φ (C (X)), adică, funcția de alegere pe fiecare prezentare este invariantă în orice mapare care păstrează ordinea acestei prezentări În conformitate cu planul nostru, luăm această proprietate ca definiție a funcției de selecție a comenzii Definiție O funcție de alegere C EE (A) se numește ordinală dacă vxc l, Vf e Ordx c (f (X)) = f (c (X)) Această definiție se transferă în mod trivial în cazul unei funcții de alegere generală: SEK(L, } Singurul exemplu de funcție de alegere ordinală dominantă negru văzută înainte a fost funcția de alegere cumulativă-extremă Cce Într-adevăr, alegerea pentru orice prezentare a constat în punctele având rangul maxim în cel puțin o coordonată, adică depindea doar de clasament Să considerăm încă un exemplu de funcție de alegere ordinală non-grafo-dominantă, mai precis, o întreagă familie (un parametru) de astfel de funcții, care apare în literatura de specialitate privind optimizarea multiobiectivă sub denumirea de "^-optimalitate" Aceasta este familia pe care o vom întâlni în cap este determinată de următoarele formulă: VX CE A CZ Ro x Gî C (X) O = (i ? , ' Vy EE X (yt^> xt => Vi £ I^yi x^ Se poate observa că un indicator joacă un rol special În acest context, se numește principala Fără a pierde generalitatea, poate fi considerat primul, ceea ce facem Este ușor de observat că \ coincide cu alegerea Pareto bidimensională, iar g coincide cu ^-optimalitatea tridimensională În general, pentru orice n există o funcție de alegere graf-dominantă Totuși, ar fi greșit să credem că )\ pentru n coincide cu Pareto, deși notația este oarecum similară Scriem funcția de selecție Pareto într-o formă similară cu formula pentru ^-optimalitate: VX c A £ Bo X e c (X) "=> Vy e X (I / \u d , , n : Ui > Xi => R / = , , n : Xj > Y;) După cum putem vedea, această formulă diferă de formula pentru ^-optimalitate în două locuri: în primul rând, numărul de coordonate i nu este fix (în -optimalitate i = ), în al doilea rând, j depinde nu numai de x, ca și în -optimalitate , dar și de la y Este ușor de observat că ambele diferențe extind opțiunea Pareto peste alegerea cu de optimități Cu alte cuvinte, în orice prezentare, punctele optime de sunt întotdeauna Pareto optime, dar nu invers (Fig ) Dacă ne amintim acum definiția funcției "selectare după criterii" dată în Cap , vom vedea că alegerea -optimal, precum și alegerea cumulativ-extremă, este o alegere "pe criterii" Un exercițiu util este verificarea optimității a condițiilor H, O și C introduse în Cap Toată lumea poate stabili cu ușurință că sunt îndeplinite condițiile H și O, dar C nu este Rețineți un lucru interesant: alegerea total-extremă poate fi reprezentată ca Cspe = GU • • Și unde Сі este o funcție care selectează alternative cu scoruri maxime pe scara i-a În acest sens, generalizăm conceptul de con superior Numim o colecție de mulțimi {J?x ( }gei o grămadă de conuri superioare într-un punct x în sensul funcției de alegere C (nu neapărat grafodominante) dacă la G C (X) Yai: X (C) P x \u d - Rețineți că am acționat conform schemei obișnuite, generalizând definiția pentru o funcție de alegere grafo-dominantă '\ Orez Buchet de conuri pentru funcția de selecție cumulativ-extremă Orez ^-optimalitate xr, x , x , x sunt ^-optimale; x , x , x(r), x \ x - Pareto-optimal; x , x sunt ^-optimale; Par % R are proprietatea că xHy h (x) zl(y), z (x) z (y), c) zl(x) = z (y), z (x) = z (y) Acest lucru este valabil și pentru z = x din cauza asimetriei În consecință, φ(y) depășește φ(x) în mai mulți indicatori decât φ(x) depășește φ(y) și, prin urmare, φ(x)J/ m(p(y) Fie acum pentru niște x, y E A φ (x) > m φ (y) Este evident că acest lucru este posibil numai atunci când există zE=A astfel încât zl(x) x , Yx , fg> e Ah Într-adevăr, ne interesează cazul în care A este spațiul exponenților Bo, G este grupul de permutație al n-casete, fg : (x, y) "-> (x, x + (y - x) u) ( reamintim că prin хі - denotă valoarea permutației (/, /), fJ- = {(x, y): (y - x)f C (y - x);} În acest caz, vom spune că exponentul i nu este mai puțin important decât exponentul j în sens relativ Dacă La este o simetrizare absolută și Aij ~ {xt Xj), atunci în acest caz vom vorbi despre importanța comparativă a exponenților în sens absolut Să fim atenți la proprietățile pe care le posedă conurile superioare ale congruențelor Ax și La sub așa-definită simetrizare Indicați pentru; orice x EE Ro LGx LGx - x Atunci, dacă indicatorul i nu este mai puțin important decât indicatorul / în sens relativ, atunci {J?rx P {Xi Xj (Fig , b) Observăm acum următoarele: definiții ale ordonării exponenților, atât în sens relativ, cât și în sens absolut, au fost date pentru simetrizări Pare, totuși, firesc generalizaţi aceste definiţii la comparaţii arbitrare R = (r)n Aceasta este ceea ce vom face în secțiunea următoare, ținând cont de ceea ce s-a spus despre permutarea estimărilor absolute și relative § Ordonare relativă Fie congruenţa R " dată de funcţia conurilor superioare ѵ i : Rn R" : x *->■ J?x- grupuri de r-permutări Notăm cu : Rq -> Rq : x x pre- stabilim Xx ca unirea pieselor situate pe laturile opuse ale hiperplanului Xi ~ xp Yax \u d YaxP {xi > xj} UX n (x, x }) CZ Rx și (Rx Π {x > zj) £ Rx Prin urmare, atât cât și w sunt adevărate Lasă acum Iac - {y: I y - x I Xu} (Fig , a) În acest caz, pentru orice x e Ro, S (Hk Q {x > xj) CE R*, totuși, există un punct y E Rx din semiplanul inferior astfel încât (y) Rx Astfel, rz" , dar nu este adevărat că Con R* = {y: I Y - x I Xu pentru Xu > O, yy Xj}) £ R* este valabilă pentru unele x ITS Ro, atunci pentru orice y ITS Si? va rămâne adevărat procedură de aici, notând A' = Ax, modificăm Definiția pentru congruențe din clasa (r) : Definiție Vom spune că în comparație cu EE z indicatorul i nu este mai puțin important decât indicatorul j în raport cu T sens (i - /) dacă și numai dacă Sa (L' P & }) £ Nu există un cuantificator general cu privire la x Folosind Definiția pe setul de indicatori pentru orice comparație A ăn, introducem un sistem de relații binare fr r r Lg \u d Lx este simetric în raport cu hiperplanul xt =-Xf, i -UU- / Zu e in?: Ex e : > Xj, Si} (x ) & yy (= În: Ex Xij, Sij (x ) Pe fig prezintă diverse tipuri de conuri din clasă și ordonările exponenților corespunzătoare acestora De un interes practic indubitabil sunt proprietățile unui sistem de relații binare pe un set de indicatori Să luăm mai întâi în considerare aceste proprietăți în ipoteza că LE E SRv este o comparație ordinală Vom vedea că relația de egalitate IX|=O, Xy=l' І |x =lj - Pft C= , xj=l" r unde semnul din ultima definiție înseamnă "nu mai puțin și în cel puțin un caz mai mult" Acum ne întoarcem la demonstrarea proprietăților și observăm că numai proprietățile de tranzitivitate ale relațiilor nu sunt în întregime banale, dar sunt și destul de evidente g t Într-adevăr, fie i / și y "-> k Atunci C=* , Xj-o, xfe-o x^= , x;= , xfe= x^= , Xj=O, dacă x$ = , și în mod similar, dacă x} - = Astfel, i A - A* Fie acum i j, j k Atunci dacă Xj = , atunci ^= , Xj= , xfe=l & L^l, Xy=o, xfc- > PIX{= , Xj- , Xfc=o \ și în mod similar, dacă xj = Astfel i =*k eu g g, g Și, în sfârșit, fie i -> ;, / -> k Dacă acest lucru este așa, atunci y este adevărat, y y y ] k și, în consecință, i k Dar dacă i ++ k că ] "> &, obţinem o contradicţie: j і Prin urmare, r - * k Ceea ce s-a spus aici este suficient pentru a demonstra proprietăţile: ) - ) § Analiza comparatiei în ceea ce priveşte indicatorii de comandă De îndată ce am învățat să potrivim orice comparație I cu o anumită ordonare a criteriilor, am avut capacitatea de a explora comparații după tipul acestei ordonări, j Deci, dacă nu știm nimic despre comparația în sine, dar există doar un tabel de indicatori de ordonare, această informație permite deja î să tragem câteva concluzii despre proprietățile acestei ordonări comparaţie Desigur, dacă avem de-a face cu comparații din clasa Parn y? Prin urmare, eu / pentru toți G * #= , ceea ce înseamnă i ++ j: l r o r r Comparația lexicografică Spre deosebire de comparația Pareto, conform căreia toți indicatorii s-au dovedit a fi egali, aici nu există doi indicatori egali Mai mult, una dintre ele este obligatorie (este mai important, Orez Indicatori de comanda prin comparaţie lexicografică Orez Ordonarea indicatorilor prin comparație majoritară decât celălalt: Vg, y #= i (i D y) \/ (y D i), adică indicatorii de importanță incomparabilă lipsesc și aici Validitatea acestui lucru este evidentă Este clar că dacă există un număr k / Astfel, indicatorii de aici sunt ordonați astfel: -> -> -> n Comparație majoritară Să ne asigurăm acum că, în conformitate cu această comparație, precum și cu cea paretiană, toți indicatorii se dovedesc a fi egali în drepturi Într-adevăr, în acest caz, orice permutare a indicatorilor lasă neschimbată valoarea sumei n (x, y), egală, după cum ne amintim, cu diferența dintre numărul de coordonate r, conform căreia хі Уі (Fig ) Deci Și n, deși, desigur, //P + Parn Acest fapt confirmă faptul că indicatorii pot fi ordonați în același mod în sensul unor comparații diferite Comparații ale Qg După cum rezultă din definiția comparației Qg і=± ji > / De asemenea, este evident că dacă i > j și i > S + , G apoi i -> / și invers Pe de altă parte, după cum s-a observat în cap , comparația Qg este invariantă sub permutarea primelor + coordonate, prin urmare, pentru i, j' S + i Z+ j Astfel, obținem următoarea ordonare a indicatorilor: G GT y y y P - + Din aceste poziții se poate explica și semnificația parametrului ' Acesta este numărul de indicatori egali, în plus, ei alcătuiesc grupul celor mai puțin importanți Pentru S = n (și chiar n - ) toți indicatorii se dovedesc a fi egali în drepturi, ceea ce nu este surprinzător: la urma urmei, în scale stricte Qn = Parn § Ordonarea indicatoarelor în limbajul conurilor de direcţii posibile Metoda de ordonare a indicatorilor propusă la § nu este, desigur, singura Prezentăm aici o altă metodă bazată pe presupunerea existenței unei funcții monotone care descriu structura preferințelor Să presupunem că o funcție continuă U : X -> R : x -*• U(x) este dată, unde Xc^Ro* Relația binară A este definită după cum urmează: Vx, y E X xJ?y O U (x) j (indicatorii і și / sunt echivalenti) Cx EE {х^ = Xj}; i ~t> / (indicatorul i este mai important decât indicatorul y) Сх Е: {xț Xj} & & Сх {хі = xj}; i +n " (indicatorii i și / sunt incomparabili) Cx EE {%i %j} & & Сх Е {xj > хі} Aceste definiții sunt ilustrate în fig Pe: fig , iar indicatorii și sunt echivalenti, deoarece conul direcțiilor posibile coincide cu dreapta xr = x Pe fig , b, este complet în semiplanul inferior (prin urmare -^ ) iar în fig , se află pe ambele părți într-o linie dreaptă xr \u d x Gradientul Vx indică direcția de îmbunătățire maximă în punctul x în ceea ce privește valoarea funcției U(x) Prin urmare, este firesc să presupunem că dacă pentru toate punctele x E X incrementul în indicatorul i este mai mare decât în indicatorul / (care este reflectat în Fig , b), atunci indicatorul i este mai important decât indicatorul / Aceasta este definiția importanței comparative a indicatorilor Să stabilim o legătură între metodele considerate de ordonare a exponenților - relativ (vezi § al acestui capitol) și ordonarea în limbajul conurilor de direcții posibile [ ] Existenta functiei U(x) inseamna ca se da comparatia LE EE" j L , - tisa Indicatori de ordonare în limbajul conurilor de direcții posibile Funcția conurilor de sus: ѵ i : X = {y : u (y) > u (x)} , Să luăm în considerare o altă funcție: : x ~ R* = {y: (Vx (Z ), y) > U (x)} Aici conul este prima aproximare a conului J?x în punctul x și este un semi-spațiu Este lesne de observat că ambele ordine coincid spre comparație: ij > і / ' Într-adevăr, fie i -m > / Fără pierderea generalității, punem x = Atunci, dacă y EE și yt z/j, atunci (V* (U), y') > I (Vx (U), y), și deci y' EE J , Ce /, ? înseamnă i -> / Reversul este, de asemenea, evident Astfel, dacă conul de comparație superior este un semi-spațiu, definițiile de mai sus ale ordonării exponenților sunt echivalente (Fig ) Ș Dăm o declarație mai generală fără dovezi Fie, pentru orice x, X o mulțime convexă, Γx limita sa convexă și n(x) vectorul normal la Γx în punctul y și îndreptat spre convexitatea sa Gx CZ Cx = {n (y), y E Gx, x E X} Atunci i j => i /, adică ordonarea exponenților în limbajul conurilor de direcții posibile este un caz special de ordonare relativă ' § Ordinea absolută Să dăm acum o definiție a importanței comparative a indicatorilor lei în sens absolut Fie comparaţia Λ £= dată de funcţia conurilor superioare : Ro : x -> J?x Definiție Vom spune că exponentul i J nu este mai puțin important decât exponentul j în sens absolut față de e $ip (și notăm acest lucru cu і zz± J) dacă și numai dacă Vх : хі > Xj Su (Р* П {хі , , *-n > } preferință strictă, egalitatea și incomparabilitatea indicatorilor în sens absolut, la fel cum sa făcut pentru ordonarea relativă Diverse exemple de relații sunt prezentate în fig Să clarificăm acum problema relației dintre ordonările relative și absolute Rezultă că pentru congruențele din clasa ăn nu se pot trage concluzii în acest sens Pe fig Se dau exemple când D , dar D este incorect, și invers: , dar D este incorect pentru LEE ip Acțiune- Prin urmare, să fie conurile superioare triunghiuri similare, cu un triunghi mai mic corespunzător semiplanului inferior (Fig , a) Este clar că indicatorii sunt egali în sens relativ (așa sunt aranjate triunghiurile), dar este ușor de observat că în sens absolut primul indicator este mai important Pe fig b, conurile superioare J?x au proprietatea că sunt în întregime aparțin semiplanului căruia îi aparține punctul x * Apoi, prin definiție D Pe de altă parte, Vx P {xr > I >= , deci -" ? Totuşi, deja pentru comparaţiile A EE definiţiile coincid: D = D şi, în consecinţă, ? - a -a a • Într-adevăr, fie i D y Înseamnă că Vx, y e Ro •• (y - x)i e €= J?x, inclusiv dacă xt > Xj, yt r y Astfel, se poate vorbi de ordonarea relativă și absolută a indicatorilor, implicând lucruri diferite, doar pentru comparații din clasa n Singura condiție - invarianța funcției conurilor superioare față de x ∈ Ro - este suficientă pentru ca aceste concepte să devină echivalente Prin urmare, pentru comparații din clasa S? vom omite semnele "a" şi "g" deasupra relaţiilor § Ordonare după Podinovski Să ne amintim câteva concepte esențiale Informațiile despre importanța indicatorilor sunt date de un set de mesaje de forma "indicatorul i este mai important decât indicatorul y" (acesta se scrie ca iBj) și "indicatorii i și j sunt echivalenti" (iSj) * [ ] ♦ De fapt, ordonarea este definită mai larg: nu numai pentru perechi, ci pentru seturi de indicatori Aici luăm în considerare doar un caz special - ordonarea perechilor de indicatori Orez Ordonarea absolută a indicatorilor - V ; b - S Apoi, pentru orice y EE Ro, se defineşte mulţimea n(r)(y); aceasta se face după cum urmează: uel(r) (y); Vz E Ro i / (z E l(r) (y) \u d F Zij e l(r) (y)) => FF (iSj V £ X, atunci § Factorul de decizie și ordonarea indicatorilor În această secțiune, vom arăta una dintre modalitățile de aproximare a structurii de preferințe a decidentului în ipoteza că funcția de alegere corespunzătoare este una ordinală graf-dominantă Folosim informații despre ordonarea indicatorilor Am observat deja (Sec Cap ) că această informație poate restrânge drastic numărul de funcții de selectare a comenzilor admisibile Vom arăta cum să obținem astfel de informații de la factorii de decizie Pentru orice pereche ordonată de indicatori i, y, să punem întrebarea: dacă opțiunea y este mai bună decât opțiunea x și în același timp Yi - xr și rezultă de aici că varianta yi? neapărat mai bine decât xiJ? În total, evident, astfel de întrebări vor trebui puse n(r - )/ Să presupunem că am fost norocoși, adică decidentul a răspuns la toate întrebările fie "da", fie "nu" (a treia alternativă este "nu știu" - refuzul de a oferi informații) În mod evident, răspunsul vă permite să stabiliți dacă relația i y dintre criterii este adevărată sau nu Dacă răspunsul a fost "da", atunci i j, în caz contrar i j Astfel, punând n (n - )/ întrebări, obținem o anumită ordonare a criteriilor S-ar putea să avem noroc: se dovedește a fi consecvent, adică relația satisface proprietățile de ordine strictă, iar relația proprietățile de echivalență (proprietățile - din § ) În acest caz, există mai multe comparații ordinale care satisfac această ordonare Unirea funcțiilor corespunzătoare acestor comparații este luată ca funcție de alegere aproximată Un rezultat și mai bun poate fi obținut dacă presupunem că comparația dorită este corectă Următoarea etapă de lucru cu LG R este "coborârea prin cadrane" Să numim înălțimea unui cadran numărul de semiplanuri pozitive care îl intersectează Dintre acele cadrane care au rămas după etapa anterioară, le selectăm pe cele cu înălțimea maximă și punem decidentului o întrebare despre fiecare dintre ele (despre dacă aparține conului superior al comparației ordinale) Astfel de întrebări, desigur, sunt mult mai dificile, deoarece necesită luarea în considerare simultană a mai multor indicatori deodată Prin urmare, este foarte posibil ca decidentul să nu fie capabil să răspundă la o astfel de întrebare Dacă, totuși, a urmat răspunsul "da", atunci trecem la următorul cadran de aceeași înălțime sau (dacă toate au fost deja vizualizate)) mai puțin cu unul Cel mai "favorabil" răspuns este "nu" În acest caz, din cauza corectitudinii comparației, o parte din cadranele de înălțime mai mică este exclusă de la analiza ulterioară Procedura de "coborâre prin cadrane" poate fi înlocuită cu o procedură similară "ascensiune prin cadrane" În acest caz, proprietatea corectitudinii joacă, de asemenea, un rol important, cu toate acestea, este folosită deja cu un răspuns pozitiv din partea decidentului capitolul ALGORITMI DE SELECȚIE § Algoritmi în optimizarea multiobiectivă Cel mai important loc în optimizarea multicriterială îl ocupă sarcina de a dezvolta proceduri în care computerul este chemat să-l ajute pe decident să facă o alegere cât mai mult posibil* În primul rând, este necesar să se obțină și să se oficializeze maximum de informații despre structura de preferințe a decidentului (asta a fost discutat în capitolul anterior), după care mașina trebuie, pe baza acestor informații, să facă o alegere din setul de alternative prezentat După cum am văzut în § cap , această alegere nu trebuie să coincidă cu alegerea finală a decidentului, ci doar să abordeze cumva o astfel de alegere și, de regulă, să o conțină ca subset În lumina teoriei prezentate în capitolele anterioare, să trecem în revistă algoritmii care fac o alegere graf-dominantă, adică aleg puncte care nu sunt dominate în sensul oricărei comparații dintr-o clasă fixă De regulă, nu vom scrie oficial algoritmi, dar considerațiile de mai sus sunt suficiente pentru implementarea programatică a ideilor prezentate § Clase finite de prezentări admisibile Evident, este posibil să se algoritmizeze alegerea după o comparație dată dintr-o anumită clasă doar cu condiția ca, în primul rând, această clasă de comparații să fie finită (altfel, cum vom specifica comparații specifice?), iar în al doilea rând, prezentările trebuie să fie descris într-un mod finit: fie că este o matrice n-dimensională (Fig ), fiecare indice (n-dimensional) al căruia corespunde unui punct din setul original de opțiuni, limitat * Aici este oportun să rețineți că scopul optimizării multicriteriale este alegerea modelului Orice modelare constă, în primul rând, în separarea unei părți formalizate a informațiilor despre obiectele modelării de volumul total, în general, a informațiilor neformalizate, și în al doilea rând, în prelucrarea algoritmică a acestor informații în conformitate cu modelul În contextul optimizării multicriteriale, vom numi orice sursă de informație "decisor" - un factor de decizie (poate fi o persoană, natură etc ) Orez Model discret Prezentarea este dată de matrice Orez model continuu Prezentarea este dată de un set de p-ok " n = : ( ; ), ( ; ), Z ( , ; , ), ( , ; |, ), ( , ; , ) Orez model neted Funcțiile netede admisibile sunt liniare și pătratice, numărul de sisteme este două, numărul de ecuații (inegalități) din sistem nu depășește trei Prezentarea este configurată astfel: dreptunghi în scări discrete, astfel încât un element cu un indice dat este egal cu unu dacă punctul corespunzător indicelui său este inclus în prezentare și zero dacă nu este inclus, sau dacă este o mulțime finită de n-a reală (adică, desigur, pseudo-reale , adică numere date până la un anumit semn) în cazul scalelor continue (Fig ), sau, în sfârșit, dacă pseudovarietatea prezentată (desigur, în scale continue) este astfel că funcțiile netede care o definesc sunt combinații algebrice finite ale unor funcții elementare (adică polinoame, funcții trigonometrice, exponențiale și inversele lor) (Fig ) Desigur, o astfel de împărțire este oarecum arbitrară, deoarece, dacă se dorește, o mulțime de n numere pseudo-reale poate fi specificată și sub forma unei matrice n-dimensionale de unu și zero, dar este clar că uneori este convenabil pentru a face acest lucru, și uneori deloc, și asta în alegerea de la caz la caz a modelului de clasă de prezentări admisibile este fie evidentă, fie poate fi determinată printr-o estimare a timpului de calculator și caracteristici similare ale problemei Pentru a oferi imediat o idee despre specificul tipurilor de bază enumerate de seturi de prezentare, să luăm în considerare cel mai simplu caz - alegerea Pareto § Algoritmi de alegere Pareto Scale discrete Ideea este destul de evidentă Să o implementăm pentru cazul bidimensional - tot ceea ce s-a spus este transferat automat în cazul unei dimensiuni arbitrare Prin definirea scalelor discrete, scorul pe fiecare scară poate lua un set finit de valori; sa numerotam aceste valori: ij = , , mj pentru criteriul /-lea Algoritmul propus (Fig ) din matricea corespunzatoare prezentarii face o matrice corespunzatoare alegerii din aceasta prezentare conform Pareto (la scale nestrictive) (Fig ) După cum puteți vedea, matricea de prezentare este vizualizată o singură dată, deci numărul de operații (logic!) Este de ordinul lui n P tі t- e- la fel ca intrarea-ieșirea matricelor Prin urmare, este posibil j=i consideră că acest algoritm ar trebui să fie preferat algoritmului pentru scale continue dacă și numai dacă este mai dificil să precizezi un set de n-tupluri corespunzătoare prezentării decât să introduci o matrice Cântare continue În primul rând, este necesar să se țină cont de următoarele: dacă pentru scalele discrete severitatea scalelor este o limitare semnificativă, deoarece coincidența evaluărilor apare frecvent (puterea de prezentare este comparabilă cu puterea setului inițial de opțiuni), atunci scalele continue sunt o altă chestiune: probabilitatea de coincidență este practic zero; ar fi exact egal cu zero dacă evaluările conform criteriilor ar lua nu valori pseudo-reale, ci reale reale și este egal cu zero cu cât o precizie mai mare, cu atât este mai mare acuratețea setării numerelor reale în mașină (sau în sarcina) și cu atât numărul de opțiuni de prezentare este mai mic comparativ cu setul original de opțiuni Este ușor să obțineți formula exactă Prin urmare, de regulă, atunci când lucrăm în scale continue, putem presupune că scalele sunt stricte, în plus, probabilitatea de a atinge punctul y - x, unde x, y E X sunt opțiunile prezentate, pe o suprafață fixă este egală cu zero (Reamintim că, prin definiția unei clase finite date de prezentări, cardinalitatea fiecărei prezentări este finită) Totuși, oferim și algoritmi în care această ipoteză nu este acceptată - pentru acele cazuri critice în care costul unei erori este încă prea mare, având în vedere probabilitatea existentă de coincidență Orez Algoritm de alegere Pareto într-un model discret Cel mai important loc în ideologia algoritmilor de selecție este ocupat de următoarea idee evidentă: dacă oferim o modalitate simplă de a găsi un punct nedominat, atunci va fi posibil să folosiți următoarea procedură: găsiți un punct nedominat, aruncați-l, împreună cu toate punctele pe care le domină, din prezentare Orez Pareto maxim pe minge Orez Găsirea unui maxim Pareto pe o prezentare neconvexă * a unei soluții, găsirea unui nou punct nedominat pe mulțimea rămasă etc , atâta timp cât există ceva de aruncat [ , ] eu O astfel de procedură, în general vorbind, accelerează semnificativ procesul în comparație cu procedura trivială de comparare în perechi, deoarece permite să nu se compare niciun punct dominat unul cu celălalt Este clar că pentru a justifica o astfel de procedură este suficient să existe proprietatea O (respingere) sau, care în acest caz este aceeași (prin Teorema ), tranzitivitatea și aciclicitatea (care la rândul lor, prin Aserția , este echivalentă) la tranzitivitatea şi antireflexivitate) congruenţei luate în considerare Fără această condiție, în general | | vorbind, nu se poate face fără (un exemplu de I aciclic dar netranzitiv și I relația (din clasa ^), pentru care o astfel de procedură dă un răspuns incorect, este dată în secțiunea următoare), dar alegerea Pareto o satisface evident Cea mai evidentă modalitate de a găsi un punct nedominat este de a construi o funcție izotonă destul de simplă / : Rn -> R și de a lua maximul acesteia (Fig ) În cel mai simplu caz, se poate alege ca / o funcție liniară sau chiar una dintre coordonate (adică o proiecție pe o scară) (vezi Teoremele , ); pentru o alegere Pareto la scale stricte, se poate lua o proiecție pe orice scară; în cazul scalelor non-strictive, este firesc să ne propunem să trăim ca o funcție izotonă f = Y x-x r= Într-adevăr, # în demonstrația Aserției , a fost construită o funcție izotonă liniară de la hiperplanul suport la conul de comparație superior Evident, hiperplanele {xt = } {П Г Yi xx - r sunt strict de referință r= J pentru conul superior al comparației paretiene în cazul scalelor stricte și, respectiv, nestrictive Pseudovariete Este ușor de înțeles că granița maximă Pareto pe o pseudovarietate constă din puncte ale căror spații tangente conțin plane de coordonate de o dimensiune sau alta (Fig ) Prin urmare, pentru a preciza o pseudo-varietate care este un Pareto-maxim pentru o pseudo-varietate - prezentare, în principiu, este suficient să cunoaștem derivatele parțiale ale funcțiilor netede care definesc prezentarea, care, evident, poate fi realizat algoritmic pentru clasa funcțiilor netede luate în considerare, după care toate dificultățile se vor reduce la problema golului intersecțiilor anumitor pseudovariete, adică la existența [soluțiilor la anumite sisteme de inegalități netede (Fig ) ) Desigur, întrebarea este mult simplificată dacă se știe că prezentarea este convexă Apoi, după obținerea derivatelor parțiale, este suficient să le calculăm valorile la un număr finit de puncte § Algoritmi de alegere prin comparatii din clase finite După cum rezultă din teorema , pentru conul superior al oricărei comparații aciclice de ordin la scale stricte, există o coordonată care susține strict hiperplanul, adică proiecția pe o anumită axă este izotonă Cu toate acestea, dacă o astfel de comparație este, de asemenea, netranzitivă, atunci procedura descrisă în paragraful anterior nu este aplicabilă Ideea contraexemplului este următoarea: luați în considerare trei puncte x, y, zERo; x^y, y- X De asemenea, vom presupune că A sunt comparații, adică relații binare în spațiul R^ Fie clasa de prezentări admisibile Notați " r \u d {X \u d " : | x | - r}, adică în r includem toate prezentările de cardinalitate r Fie X = {x , , xr} €= t Luați în considerare evenimentele B{ = {xi e Max (ао = FF Xj / e Ji Xj Xi, atunci Rx (x) = Să introducem grupul complet de evenimente: Bi = {Tn (x ) = i, adică scara are rangul i} (i = , , r) În § se arată că Vi = , , r P (B^ = i/r (de aceea luăm în considerare scale stricte) Folosind acum formula probabilităților totale, obținem g g p {Xi = } = £ P (Ri) P ({Xi = )A) = I= I= unde n/ este probabilitatea ca un punct din eșantionul X să aparțină maximului Max ^ X, cu condiția ca rangul său pe prima scară să fie egal cu i Apoi, pentru așteptarea matematică pe care o obținem M& (r, n) = Li- r= Problema se reduce astfel la determinarea mărimii n^ Este ușor de observat că un punct x astfel încât R (x) = Z aparține maximului dacă pentru orice punct y astfel încât R (y) • -> oo Comportament asimptotic ca r -> oc Să arătăm că următoarea estimare este valabilă: Par (r, n) ~ - )! Acest rezultat a fost obținut de mulți autori (vezi [ - ]), dar dovada care va fi dată aici, în opinia noastră, este mai simplă O vom realiza prin inducție Evident, pentru n = această formulă este adevărată, deoarece suma seriei armonice crește cu rata logaritmului natural Să presupunem că formula este adevărată și pentru unele k > : MPar (r, k) ~ In^gTsk - )!, și demonstrează că pentru k + rămâne adevărată Reamintim formula ( ) și din ea obținem R/Par(r, &+ ) - MPar(r - ,/c + ) = yL/Par(r, R:) Scriem această egalitate pentru p = , , r și însumăm părțile din dreapta și din stânga egalităților r rezultate Ca urmare, avem n/Par (r, k + ) = £ mPar (p, k) P= Prin ipoteza inductivă, ca r -> oc mRLT (r, k + ) ~ hi^p P= G Să considerăm suma m(r, k) = ln*~xp/p Este evident că p = i aplicați o evaluare integrală (Fig ): ? A (p - ) s , \ A J ■ p De aici ajungem inM& oo Este ușor de verificat dacă este valabilă următoarea egalitate: lfPar(r, = k=Q (* + *)" Orez La derivarea asimptoticelor lui MPar(r, r ) Orez MPar (r, r) ~ - )! (aceasta rezultă, de exemplu, din ( ) după extinderea binomului și luarea integrală) Următoarele transformări sunt destul de evidente: MPar (r, n) = r ( -+ £ rC^ k= (-D* \ Dar r G - Tsg deci pentru n suficient de mare putem scrie MPag (r, u) ~ r ( - (r - ) / P) sau sub altă formă LGR (r, n) ~ T ( - eln(rl)-nln )a Deci, avem ocazia să tragem următoarele concluzii: în primul rând, odată cu creșterea lui r, valoarea lui MPar (r, n) crește cu o rată a puterii (n - ) a logaritmului natural (Fig ), și în al doilea rând, chiar și cu o ușoară creștere a numărului de scale, numărul de opțiuni Pareto-optimale tinde exponențial la maxim (Fig ) Rețineți că această din urmă circumstanță este unul dintre motivele care limitează domeniul de aplicare al optimizării Pareto § ££-optimalitate Mai devreme (în capitolul ) ne-am întâlnit deja cu conceptul de -optimalitate și am aflat că polinomul de comparație boolean bn are forma Р"п = U + iz(ui + • • •))• (Aici, pentru comoditate, scalele sunt numerotate în ordinea inversă celei introduse în Capitolul , § ) Deoarece este o comparație aciclică, este posibil să se aplice formula ( ) pentru a găsi valoarea lui M*(r, n): M*(r, n) = (i, n - ), ( , ) i= unde A este o comparație ordinală În continuare, scriem: (^ > • • •" wn) - (W > • • •> wn)" unde P& = u + u (u + ) De aici ajungem P& • • •> un) = uP(^ " • • un) și P (P& (u > • • m un) = ) = P (u = ) + P (P^u , un) = = ) P (u - i)P (Pșț (u , un) = ) Prezentăm următorul lanț de transformări evidente fără explicații intermediare: M*(i,p - )==i Jj ( - P?)dx = i jj ( - ( - x ) - - P (Pst (sgn (y - x)) = ) + ( - x ) P (P# (sgn (y - x)) = - l))wdx = Z - ,P(P^(sgn(y - x) = l))l Pentru a demonstra acest lucru, notăm D(r, m) = f(r, mn + ) - f(r, m)> și, folosind formula recursivă ( ), obținem formule analoge pentru f(r, mr) iar pentru D(r , T): / (r, m) = f (r, m - i)/r + f (r - , m), ( , ) M(r, t) - M(r, t - )/r + M(r - , t) Observăm că pentru orice m, Δ( , t) = , iar pentru r > , Δ(r, ) = r = /(r, ) -/ (r, ) = fc"x > Acest lucru este suficient pentru fc= Δ(r, m) a rămas pozitiv pentru orice m și r Prin urmare, pentru un astfel de r, /(r, mr) este o funcție crescătoare monotonă Se poate dovedi în mod similar că g(r, m) este o funcție monotonă descrescătoare a lui m ca r = Pentru a face acest lucru, este suficient să remarcăm că ) - g (r, rl)) este zero pentru r = = , iar pentru r D(r, ) Prin urmare, pentru orice r și mn > A ( r, m) + oo + U AG V ^=/(r,ml) + (W -lf= fci== /f== = f(r,m - ) + (t( ) -l)m Astfel, avem următoarea estimare: / (r, m) x> A->x? Este foarte ușor să arăți asta lim M& (r, n) = /* (r) = g* (r) = r/(r + ) L">CO Într-adevăr, deoarece aceste limite există, avem dreptul, să spunem în ( ), să efectuăm trecerea la limită: /* (r) = /* (r)/r + /* (r - ), ca urmare, obținem relația de recurență /* (r) = r /(r - ) /* (r - ) Ținând cont de faptul că /*( ) = , după transformări simple obținem /*(r) = r/{r + !)' Această proprietate se demonstrează exact în același mod pentru g*(r) Este evident că lim M& (r, n) există n -> x> și este, de asemenea, egal cu r/(r + ) h Rămâne acum să aflăm cum se comportă M&(r, n) pe măsură ce numărul r crește Pentru n impar, așa cum tocmai am văzut, (r, n) (r, n) limita nimic deasupra Aceasta rezultă din mărginirea lui g(r,m), care: se va dovedi într-o clipă g(r, m) este mărginit de sus pentru m > Într-adevăr, deoarece g(r, m) este o funcție care descrește monoton în m, rezultă că g(r, m) Ținând cont că P{B r(x) } = (r - )^r, obținem P {x Cse t \u d ((r - ) / r) p Dar P {X = } - - P {x Cce(X)}, iar pentru așteptarea matematică găsim în final (Figura ) M(tm) (r, n) = r ( - ( - /r)n) Formula s-a dovedit a fi foarte simplă și poate fi investigată analitic Astfel, pentru n -> oo, MCQ(r, n) ~ r, adică pentru un număr suficient de mare de scale, alegerea include cu mare probabilitate toate opțiunile comparate Pe de altă parte, fixând n și mărind r, ne vom asigura că numărul de opțiuni alese cu o probabilitate mare coincide cu numărul de scale pe care sunt comparate: Ііш Мсe (r, n) = lim r ( - + i/m* + o (nP/r )) = n G-*x> • G-"eo Acest lucru este de înțeles, deoarece probabilitatea ca o opțiune să fie mai bună pe mai mult de o scară este foarte mică Și ultima relație, pe care o prezentăm aici Fie r -> oo, n -+ oo, și fie nig ~ a Apoi Mse (r, n) ~ r ( - e"a) - n ( - e~a) / a Formula de așteptare pentru cazul scalelor nestrictive va fi dată în § din acest capitol )-o optimitate [ ] Să ne amintim mai întâi definiția: XX^A SR? XECJ (X)F^I /g = (u, fg): Vy e x (yi Xi ==> Xi EE Zg yi Xi) Vom presupune că comparația se face pe scale stricte După cum putem vedea, opțiunea care are scorul maxim pe prima scală este (r)n-optimă, indiferent de scorurile sale pe alte scale Opțiunea, &-a pe prima scară dominantă, H este ales dacă și numai dacă, pe cel puțin un număr dat de scale |i, depășește toate opțiunile care au valori mari pe scara dominantă Astfel, nu a fost introdusă una, ci o întreagă familie de funcții de selecție Cu cât mai mult q, cu atât este mai dificil să fie aleasă varianta Ar-a Rețineți că această proprietate poate fi folosită ca bază pentru o procedură de selecție secvențială Dacă alegerea pentru unele q a condus la un număr inacceptabil de mare de opțiuni, atunci din opțiunile deja selectate se poate face o alegere suplimentară prin creșterea valorii lui q cu unu Este ușor de observat că o astfel de procedură ar fi corectă în sensul că alegerea din setul inițial de opțiuni folosind funcția Cy+ (X) ar duce la aceeași soluție Deci, să trecem la găsirea așteptării matematice a puterii de alegere pentru o valoare arbitrară a lui q După cum am făcut de mai multe ori, luați în considerare întregul grup de evenimente: Bi = {R (k ) = } (i = , , r), unde x e X e Mai departe: g g p ai= }=£ p({xi=ix) p(x)=-£ "i i= h i=l Pentru a fi (r)n-optimă, o variantă care are rangul Z în primul indicator trebuie să depășească variantele care au ranguri mai mici în k exponenți, unde k poate lua valori de la μ la n - Fixăm oricare dintre k Este evident că superioritatea necesară poate avea loc în oricare dintre seturile de indicatori Cn-i Acum rămâne de observat că probabilitatea de a fi cel mai bun într-un anumit indicator din opțiunile і este egală cu і / і și putem scrie formula finală pentru l і : Expresia din partea dreaptă nu este altceva decât distribuția Pascal: L / i (n Și - n - ) \u d jj ^ ( DESPRE unde este funcția Vbeta Astfel, așteptările matematice se vor scrie după cum urmează: (r, n) = Fj/i (p, n - p - ) i= ,/ , Ordinul nr L Orez Așteptarea matematică a puterii alegerii agregate-extreme Orez Așteptarea matematică a numărului de variante n-optime u = , Să explorăm această formulă Fie p = , atunci Să-l scriem sub formă M (r, n) = J^(n - ) - ( - )" + Mcg,n) i= și estimați M (r, n) schimbând ordinea însumării obține p-k~i n - oo n unde £(k) este funcția zeta Riemann mărginită pentru k > În consecință, pentru p, = cantitatea M* este mărginită, deci comportamentul lui M (r, r ) este determinat de primul termen Avem MCg, n)~£ (n- ) y (i - rG = g- G \u d Y, (n - - - + ° ( ] - (n - ) nr r= Deci, pentru q == , așteptarea matematică a numărului de variante ^-optime crește odată cu creșterea lui r proporțional cu (n - - ) ln r (Fig ) Comparativ cu creșterea așteptărilor matematice (r, u) i== Deci, de exemplu, pentru cazul a trei exponenți și p = , vom avea M>(r, ) = ^ i= Trecând la limită, ajungem Inp M* (r, ) = A = £( ) = ~ ' - Acest rezultat coincide cu cel obținut anterior pentru compararea SC , când opțiunile sunt comparate și în funcție de trei indicatori, deoarece în acest caz definițiile (r) -optimality și Z -optimality coincid exact § Comparaţii dintr-o clasă Congruențele care sunt simetrizări au fost deja discutate în § din Cap Aici vom lua în considerare una dintre ele - comparația "Y" *, pe care am întâlnit-o în cap (§ ) Această comparație, după cum ne amintim, nu este o comparație ordinală; în plus, aparține clasei (r)n, deși este generată de o comparație Pareto ordinală Reamintim că definiția comparației -Rn: x = (x ( xn) (px Parp |n) este distribuită uniform în cubul unitar En (acest lucru a fost presupus și atunci când se ocupă de comparații ordinale) Apoi formula pentru așteptarea matematică va lua forma Ms'(r, n) = rnl Y (i - Plarn) r-ldx, Un unde Хп = {О • • • С П; -Phag - volumul intersectiei a conului de comparaţie superior Parn în punctul x cu regiunea Ap (fig ) Este clar că nu mai este posibil să se utilizeze vechile metode de calcul cu ajutorul polinoamelor booleene pentru a afla valoarea lui P£ar Dar acest lucru nu este necesar, deoarece este ușor de observat că acest volum este egal cu SUS U- РІ&ѵП = n\ Y dyn Y dyn^ Dyr xp xp- Xi Formula rezultată poate 